Lembrete 19.0.1 e EDO linear de ordem n €

Y+ pu 1 ()Y + 4 pi(x)y 4 po(x)y = g(x), (19.1)
ou L(y) = g(x). Equagio homogénea é dada por
Y 4 1 ()Y L+ pr(x)y + po(x)y =0, (19.2)

e Solugdo geral da (19.1) tem forma y = y;, + y,, onde y;, € soluc@o geral da (19.2) e y, €
solugdo particular de (19.1).
yh=cy1+...+cnyn, c1,..-cn €ER,

onde {yi,...,yn} € conjunto fundamental da (19.2), isto é {yi,...,y,} é conjunto de
solucdes da (19.2) linearmente independentes. Assim,

y=ciyr+...+cuyn+yp

é solugdo geral da (19.1)
O conjunto {yj,...,y,} é LI no intervalo / se Wronskiano

y1(xo) yn(¥o)
yitxo) ... yu(xo)
W(yi,..-syn)(x0) = det : : : #0, paraalgumxg € I.
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EDO homogénea com coeficientes constantes

Consideremos:
y(")+an_1y("7l)+...+a1yl+aoy:0, an—1,...,a0 € R. (19.3)

Procuremos conjunto fundamental {y,...,y,} da (19.3) (ou n solugdes LI da (19.3)). Suponha que
solucdes de (19.3) tém forma y(x) = €', assim y(x) deve satisfazer (19.3). Logo

y/ — rerx,
yll _ r28rx’
y(") =re™.

De (19.3) obtemos
(" Ya, +air+ap)e™ =0.

Se Py(r) =" +a, 17"~ + - +ajr+ ao, assim r deve satisfazer B,(r) = 0.
Definicdo 19.1.1 O polinémio
Po(r) =r"+ap 1"+t air+ag
é dito caracteristico. A equagdo P,(r) = 0 se chama caracteristica para (19.3).

Assim, y(x) = €"* € solugdo de (19.3) se, e somente se, P,(rp) = 0.

Lembrete 19.1.1 Suponha que P,(r) tem n raizes ri,...,ry, logo

Caso /. Suponha que P, (r) tem raizes distintas e reais: ry,...,r, € R, ri # rj,i # j, = (19.3)
tem n solugdes LI: e*,...,e"* (isto é conjunto fundamental!) — solugéo geral de (19.3) tem
forma

y(x) =cre" 4+ e, cp,cn €R

= Exemplo 19.1 Resolva 5y" + 5y’ — 10y = 0.

Solugdo. Temos y" +y —2y = 0, assim P»(r) = r> + r —2 e equagio caracteristica é r> + r —2
tem raizes r; = 1 e r, = —2. Portanto o conjunto fundamental é {y; = ¢"'* = ¢*,y, = &"* = e_zx},
assim a solucdo geral é

y=cie+ce >, ci,00 €R.

a Exemplo 19.2 Resolva y*) +y"” —7y" —y/ + 6y = 0.
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Solucdo. Py(r) = r* +r3 —7r* — r +6. E facil ver que a equagio caracteristica r* +r3 —7r> —r +
6 =0temraiz r; = 1. Assim temos ( e o r+6) + (r— 1) =42 —5r—6

—I‘4 +I‘3
e
— 23+ 212
—5r2 —r
5r2 —5r
—6r+6
6r—6

Portanto P4 (r) = (r—1)(r* +2r* —=5r—6) e r = —1 é raiz

( r3+2r2—5r—6)+(r+1) =r2+r—6.

_B 2
il
—rr —r

—6r—=6

6r+6

0

Portanto Py(r) = (r—1)(r+1)(r?+r—6) = (r—1)(r+1)(r—2)(r +3). Assim as raizes de
Py(r) =0sdor; = 1,r, = —1,r3 = 2,r4 = 3, logo o conjunto fundamental é

{ex,e—x,e2x’e—3x}’
e a solugdo geral é

y(x) = c1€* + coe™ + 3% + cpe ™, c1,...,c4 €R.

Caso II. Suponha que P,(r) tem raizes repetidas reais. Se
Pn(r>:(r_rl>ml ..... (r_rk>mk9 kSn, ml++mk:n’

onde m; € multiplicidade de raiz r; € IR. Entdo conjunto fundamental de (19.3) é

-1 -1
et xe . XM T e e xe L X T e

mi my

assim solugdo geral de (19.3) é

y=e"(ci+crx+- --—i—cmlx””_l) +- e (Cnomyt1 +cn_mk+2x+...cn-xm"_l), c1,...cn €R.
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» Exemplo 19.3 Resolva y*) —2y" +2y' —y =0.
Solugdo. Equacio caracteristica é r* —2y> +2y? — 1 = 0. Temos que r; = —1 & raiz, assim

( =27 —|—2r—1)+(r—|—1):r3—3r2+3r—1
3

- —r
—
3r3 4+ 372
3r2 4+ 2r
—3r2 —3r
—r—1
o+l

0

portanto Py(r) = (r+1)(r* —=3r +3r+1) = (r+1)(r— 1)> =0 e rp = 1 é raiz com multipli-
cidade 3. Logo o conjunto fundamental é

{e"‘,e’“,xe’“,xze"},
e solucdo geral é
y(x) =cre ™ +e (e +esx+eax?), cp,...,c4€R
3-)

Caso IIL. P,(r) tem raizes complexas. Se P,(x) possui raiz r = a + ib de multiplicidade m,
assim 7 = a — ib também € solucdo de multiplicidade m, logo

a+ib)x a+ib)x

,)CE( ... _’xm—le(ailb)x

el
sdo solucdes LI da (19.3). Lembrando que
lATBY — 0¥ obX — @ (cos bx + isenbx),

obtemos que

e cosbx, e™senbx, xe® cosbx, xe™senbx, ..., X" 'e™cosbx, X" e senbx,
sd0 2m solucdes LI.
= Exemplo 19.4 Resolvay” +y = 0.
Solugdo. Equagio caracteristica é 7> + 1 = 0, logo as raizes sio r| = i, r, = —i, assim o conjunto

fundamental é {cosx,senx} e solucdo geral tem forma

y(x) = c¢jcosx+ ¢y senx, c1,c2 €ER.
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» Exemplo 19.5 Resolva y*) +2y" 4y =0.

Solugdo. Equagio caracteristica é 7* +2r> 4+ 1 = (r>+1)? = 0, assim r; = i, 7, = —i sdo raizes de
multiplicidade 2. Neste caso o conjunto fundamental é

{cosx,senx,xcosx,xsenx}

portanto a solucdo geral é

y(x) = c1cosx + cpsenx + ¢3xcosx + caxsenx, c1,...,ca €R.

ALGORITMO de resolucao da EDO homogénea com coeficientes reais:

1) Achar as raizes de P,(r):
a) Cada raiz real simples r gera solucdo ™.
b) Cada raiz real r de multiplicidade m gera m solugdes:

erx’xerx, . ’xm—lerx,

¢) Cada raiz complexa r = a 4 ib de multiplicidade m gera 2m solugdes:

€™ cos bx, e™ sen bx, xe™ cos bx, xe™ senbx, . .., X" Le™ cos bx, X" e senbx.

2) Solugdes {(a),(b),(c)} geram conjunto fundamental.
3) Solucido geral € combinagéo linear das solu¢des do conjunto fundamental.

m Exemplo 19.6 Ache solucdo geral da equagdo homogénea cujo polindmio caracteristico é
Py(r) = (r+2)(r—4)°(r* — 8r+25)2

Solucdo. Equagio caracteristica é (r +2)(r —4)*(r> — 8r+25)? = 0. Logo
a) r; = —2 é raiz simples que gera soluciio e .
b) r, = 4 é raiz de multiplicidade 3 que gera solucdes

{e4x,x€4x,x2e4x}.

) (r?—8r+25)2=0=r>—8r+25=0.
D =64—-100=—-36

8++/-36
P4=——5 = 4+ 3i sdo raizes de multiplicidade 2. Portanto r3,r4 geram as solucdes

{e4x cos 3x, e* sen 3x, xe** cos 3x, xe™ sen 3x}.

Entdo a solugdo geral é

y(x) =cre > + e4x(cz + c3x + c4x° + (5 + cex) cos 3x + (¢7 + cgx) sen3x), c1,...,cg €R.

)



